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e Um digrafo D = (V(D), A(D)) é um par de conjuntos V(D)
e A(D) onde:
o V(D) representa o conjunto de vértices de D.
o A(D) representa o conjunto de arestas de D.

o Cada aresta em A(D) é um par ordenado (v, v) tal que
u,v € V(D).
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Definicoes

@ Se em um digrafo D, h3 aresta (u, v) € A(D) tal que
u,v € V(D) dizemos que u e v sdo adjacentes.

@ Um caminho em um digrafo D é uma sequéncia de vértices
Vi, Vo, ..., Vp tal que v; e vj1 sdo adjacentes para todo i tal
que 1 < <p.

@ Um ciclo em um digrafo D é um caminho P = {vq, v, ..., v}
tal que v; e v, sdo adjacentes.
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Grafos e Digrafos

b
c
a
d
e
(a) D(V,A)

Figura: Exemplo de digrafo

@ V(D) ={a,b,c,d, e}, A(D)={(a,b),(c,a),(a,d),(d,b),(c,d), (e, d)}
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Conjunto Independente

Seja D um digrafo
e Um conjunto de vértices S C V(D) é independente em D se
para qualquer par de vértices {u,v} € S temos que u e v n3o
sao adjacentes.
@ Denotaremos a cardinalidade de um conjunto independente
méximo de um digrafo D como «(D).

Figura: Exemplo de conjuntos independentes
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Digrafo Bipartido

@ Um digrafo é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser
divididos em dois conjuntos X e Y tal que X e Y sao
conjuntos independentes.

Teorema
Um digrafo D é bipartido se e somente se D n3o possui ciclo impar.

Figura: Exemplo de digrafo bipartido
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Emparelhamento

o Um emparelhamento em um digrafo D é um subconjunto
M € A(D) tal que, para todo v € V(D), no maximo um arco
de M é conectado a v.

@ Denotamos por o/(D) a cardinalidade de um emparelhamento
maximo de D.

Figura: Exemplo de emparelhamento
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Caminho Maximo

e Definimos a cardinalidade (ou tamanho) de um caminho P,
denotada por |P|, como sendo o ndmero de vértices do
caminho P, ou seja, |P| = |V(D)|.

@ Denotaremos por A(D) a cardinalidade de um caminho
maximo em D.

Figura: Exemplo de caminho maximo
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Coloracao Minima

e Uma coloracdo C = {Cy, Gy, ..., Cpy} de um digrafo D é uma
colecdo de conjuntos independentes disjuntos, também
chamados de classes de cor, tais que

J{G: G ecy=v(D).

e O ndmero cromatico de D, denotado por x(D), é igual a
cardinalidade de uma coloracido étima de D.

Figura: Exemplo de coloracdo étima
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Teorema de Gallai (1968) - Roy (1967)

Seja D um digrafo. Entdo, x(D) < A(D).

Nova métrica de minimalidade e maximalidade foi estabelecida:

Conjectura Dual de Linial (1981)

Seja D um digrafo. Entdo, x«(D) < Ak(D).

Conjectura Dual de Berge (falsa)

Para toda coloracdo k-6tima C de um digrafo D, existe um
k-sistema de caminhos PX ortogonal a C.
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Coloracao k-6tima

@ Dada uma coloracido C de um digrafo D e um inteiro positivo
k, a k-norma de C é definida como

Cli =>_ min{|Cil, k}.
i=1

@ Denotaremos por X a k-norma de uma coloragao k-étima de
D.

(a) ndo 4-6tima (b) 4-6tima

Figura: Exemplos de coloragao
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e Um k-sistema de caminhos P¥ de um digrafo D é uma
colecdo de, no maximo, k caminhos disjuntos nos vértices de
D. O peso de Pk é definido como

| Upeps V(P)).

@ Denotaremos por A\x o peso de um k-sistema 6timo de D.

(a) 2-sistema n3o Stimo (b) 2-sistema Stimo

Figura: Exemplos de 2-sistema de caminhos
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Ortogonalidade

@ Foi proposta uma conjectura mais forte introduzindo o
conceito de ortogonalidade.

@ Dizemos que uma coloragdo C e um k-sistema de caminhos
Pk sdo ortogonais se cada classe de cor C; € C encontra
min {|C;|, k} caminhos diferentes de P*.

(a) ortogonal (b) n3o
ortogonal

Figura: Exemplos de ortogonalidade para k =2
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Conjectura Dual de Berge — Contraexemplo

Conjectura Dual de Berge (falsa)

Para toda coloracdo k-6tima C de um digrafo D, existe um
k-sistema de caminhos PX ortogonal a C.
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Figura: Contraexemplo para a Conjectura Dual de Berge
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Conjectura Dual de Berge para Digrafos Bipartidos

@ A solugdo consiste em encontrar um k-sistema que contém
min {&/(D), k} arcos do emparelhamento méximo de D juntos
com k — a(D) vértices ndo pertencentes ao emparelhamento
mdaximo como caminhos triviais, selecionados com algum
critério.

@ Problema se reduziu a um problema de emparelhamento.

@ Orientagbes n3o sdo relevantes!
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Conclusao

@ Investigamos se a Conjectura Dual de Berge, falsa em geral,
seria vélida para digrafos bipartidos.

@ Conseguimos resposta afirmativa relacionando o problema a
um problema de encontrar emparelhamento maximo em
digrafos bipartidos.

@ Parece dificil generalizar o resultado usando a mesma técnica.
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